Exercice 11 1. On note F, la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle W, i.e.
F(z) =P(W < z). Montrer que F' est (toujours!) continue & droite. A quelle condition F' est
elle continue en un point z 7
» Corrigé:
On remarque que F(z) = E (1{W§z})- En considérant un suite h,, > 0 tendant vers 0, on
a
UMY w<ztn,y = Lw<ey,

et le théoréme de Lebesgue donne lim,, F(z + h,,) = F(z). Par ailleurs, toujours pour une
suite h, >0, on a
hyrln 1{W§thn} = 1{W<z}7

et l'on obtient lim,, F(z—h,) = E (1{W<Z}). On en déduit que F' admet une limite a gauche
et que F' est continue en z si et seulement st P(W = z) =0. «

2. Montrer que si u et w sont deux nombres réels positifs, on a fgt 1fyp<ydz = (u — w)y. En
déduire que, si W est une variable aléatoire positive :

B((u-W)y) = [Pl

ou F(z) =P(W < z) est la fonction de répartition de W.
» Corrigé:
Si 0 <u<w, on a bien sur fou Liw<sydz=0=(u—w);. $i0 <w < u, fou l{w<zydz =
Jodz=(w—u)=(w—u).
En appliquant le précédent résultat puis le théoreme de Fubini, on obtient

E((u—W),)=E (/0 1{W<Z}dzdz) _ /Oup(w < 2)d=.
|

Exercice 12 On suppose que cjy, ¢ et cg sont des nombres réels positifs et W une variable aléatoire
positive. On définit, comme dans le cours, la perte moyenne résultant d’une commande en quantité
u positive

J(u)=E [CFl{u>0} +cu+cg(u— W)y +en(W —u)y].

L. Vérifier que J(u) = crliyso) + cmE(W) + (¢ — car)u + (ear + ¢s)E ((u — W)4).
» Corrigé:
La formule découle du fait que (u—W)1 —(W—u); = u—W et de la linéarité de l’espérance.
<
2. Montrer que J(u) = ey E(W) + (¢ — ear)u + (en + ¢s) [ F(z)dz et que J est continue et
admet une dérivée a droite en tout point.
» Corrigé:
L’exercice précédent permet d’obtenir la formule demandée.

Comme F est continue a droite, on en déduit que J est dérivable a droite en tout point u
et que cette dérivée vaut

Jy(u) = (¢ — car) + (emr + cs)F(u).



3. On pose
ut = inf{z eERT F(2) > CM_C}
ey +cs
Montrez que, si W ne prend que des valeurs entiéres strictement positives, u* prend lui aussi
une valeur entiére strictement positive.
» Corrigé:
Lorsque W ne prend que des valeurs entiéres strictement positives F(z) ne peut croitre
que lorsque z est entier strictement positif. F étant continue & droite, u* est donc entier
strictement positif. <
4. Montrez que, si cpr > ¢, alors u* > 0 et J est décroissante lorsque u € [0, u*] et croissante si
u > u* (elle atteint donc son minimum en u*).
» Corrigé:
La dérivée a droite de J en u est donnée par J)(u) = (¢ — ear) + (em + cs)F(u). Ji(u) est
croissante et u* est la plus petite valeur ou J)(u) > 0. On a donc J)j(u) < 0 pour u < u*
(J est décroissante avant u*) et Ji(u) > 0 pour u > u* (J est croissante aprés u*). Ce qui
permet de conclure. <
5. Montrer que si ¢y < c¢ alors J est une fonction croissante sur R (elle atteint donc son
minimum en 0).
» Corrigé:
Dans ce cas Jé(u) > 0 pour tout uw > 0. J est bien une fonction croissante dont le minimum
est obtenu en 0. <

Exercice 13 On s’intéresse maintenant a la fonction (dépendant de x) J*, représentant la perte
moyenne lorsque le stock initial est égal & x, définie par

J(u) =E [crlpusoy +cu+es(@+u— W)y +epy(W —z—u)y].

1. Vérifier que J%(u) = crlyysoy +J(u+x) —cr.
» Corrigé:
En reprenant les notation de ’exercice précédent pour J, il est facile de vérifier la formule
demandée. <

On suppose dans la suite que cps > ¢. On note S pour 'unique point qui réalise argmin,,~qJ (u).
2. Lorsque = > S, vérifier que pour tout u > 0 J*(0) < J%(u). Il est optimal de ne rien
commander.
» Corrigé:
Comme x> S, J(x) < J(x 4 u) (J est croissante apres S), on a, pour tout u > 0
JE0) = J(z) — cx < cp + J(u+ x) — cx = J*(u).
Ce qui signifie qu’il est optimal de ne rien commander. 4
3. Lorsque = < S et J(z) < cp + J(S), vérifier que pour tout u > 0 J*(0) < J*(u). Il est, la
aussi, optimal de me rien commander.
» Corrigé:
On a (J est minimum en S)

JH0) = J(x) —cx < cp + J(S) — cx < cp + J(x +u) — cx < J*(u).

La aussi, il est optimal de ne rien commander. 4



4. Lorsque z < S et J(z) > cp + J(S), vérifier que pour tout u > 0 J%(u) > J*(S — ). Il est
optimal de commander la quantité S — x.
» Corrigé:
On a, pour tout u > 0

J(u) = cp+ J(x+u) —cx > cp + J(S) — cx = J(S — x).
Comme pour u =0, J*(0) = J(z) — cx > cp + J(S) — cx = J*(S — x), il est donc optimal
de commander la quantité S — x. 4

5. On définit s par (notez que s est forcément inférieur a S par définition)
s=sup{z<S5,J(z) >cpr+J(9)}.

Vérifier que, pour = < S, J(z) > cp + J(5) est équivalent & = < s. En déduire que la
x)

commande optimale u*(z) partant d’un stock initial = est donnée par

u*(x) = (S - m)]-{gcgs}'

» Corrigé:

Six <S8 et J(x)>cp+J(S), on a, bien sir, x < s.

Réciproqguement, comme J est continue J(s) = cp+ J(S). De plus J est décroissante avant
S, donc six < s, J(x) > J(s) = cp + J(S5).

En regroupant les résultats de ’exercice, on obtient la formule demandée pour u*. 4



